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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Механика водонасыщенных (двухфазных) 
грунтов при статических нагрузках, основателем которой был К. Тер-
цаги (1924), является ветвью линейной теории фильтрации, в которой 
процесс консолидации описывается уравнением или системой урав-
нений параболического типа. Известно, что расхождение между тео-
рией фильтрационной консолидации и натурным экспериментом, про-
должительностью десять лет, заключается в том, что теория не опи-
сывает остаточные поровые давления, то есть давления, не изменя-
ющиеся во времени. Поэтому диссертация посвящена модели, осно-
ванной на системе эллиптических уравнений, которые от времени не 
зависят. 
После окончания процесса консолидации наступает стабилизи-
рованное состояние двухфазной системы, такое что напряжения и пе-
ремещения во времени не изменяются. Тогда закон Дарси и уравне-
ние сохранения массы поровой воды к стабилизированному состоя-
нию не применимы. Следовательно, стабилизированное состояние 
может быть описано только системой эллиптических уравнений. Таким 
образом, другое научное направление в механике двухфазных систем 
является новой ветвью линейной теории упругости (время отсутству-
ет), вязкоупругий вариант – новой ветвью линейной наследственной 
теории вязкоупругости. 
Представляется интересным провести на типовых плоских и 
пространственных задачах сопоставление решений, полученных по 
трем научным направлениям (теории фильтрационной консолидации, 
теории упругости и новой кинематической модели) и показать разгру-
жающее влияние остаточных и промежуточных поровых давлений на 
уменьшение напряжений и деформаций, возникающих в твердой фазе 
(скелете) двухфазного полупространства (основания). 
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Цель работы заключается в теоретическом исследовании плос-
кого и пространственного напряженно-деформированных состояний 
двухфазных полуплоскости и полупространства в двух вариантах. В 
первом варианте, который условно называется упругим, решение от 
времени не зависит, теория фильтрационной консолидации не приме-
няется. Во втором варианте (вязкоупругом) для системы фиксирован-
ных точек пространственных координат решение разворачивается во 
времени без привлечения закона Дарси и уравнения сохранения мас-
сы поровой воды. 
Для достижения цели были решены следующие задачи: 
- известные фундаментальные решения (Мальцева Т.В.) для по-
лосовой нагрузки (задача типа Фламана) и для сосредоточенной силы 
(задача типа Буссинеска) использованы для построения решений за-
дач о загружении дневной поверхности типовыми нагрузками; 
- для системы точек пространственных координат получены ана-
логи соответствующих решений в рамках линейной наследственной 
теории вязкоупругости; 
- проведены сопоставления новых решений с известными реше-
ниями по теории фильтрационной консолидации в начале процесса 
консолидации и по теории упругости после окончания процесса консо-
лидации; 
- проанализирован вклад остаточных и текущих поровых давле-
ний, направленный на уменьшение напряжений в твердой фазе и, как 
следствие, на уменьшение перемещений твердой фазы; 
- предложены новые приближенные выражения для напряжений 
и деформаций каждой из фаз и проведена оценка их погрешности. 
Научная новизна: 
-получены аналитические зависимости, описывающие напряжен-
но-деформированное состояние каждой из фаз двухфазной среды с 
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учётом остаточного порового давления, для нескольких видов полосо-
вой нагрузки, для нагрузок по прямоугольной и круглой площадкам; 
-введены упрощения в аналитические зависимости и оценена их 
погрешность, упрощения позволили наглядно показать зависимость 
напряжений и деформаций двухфазного тела от механических харак-
теристик каждой из фаз и, как следствие, получить решения задач в 
вязкоупругой постановке, а также упростить реализацию задач для 
стабилизированного состояния; 
-для описания консолидации двухфазной полуплоскости по вяз-
коупругому варианту кинематической модели выполнены численная 
реализация и графическое представление основных результатов ре-
шения. 
Практическая значимость: 
- учет разгружающего влияния поровых давлений на уменьшение 
напряжений и деформаций в твердой фазе приводит к более досто-
верному прогнозированию в первую очередь осадок (вертикальных 
перемещений точек дневной поверхности) двухфазной полуплоскости 
или двухфазного полупространства; 
- полученные результаты позволяют сделать теоретический про-
гноз во времени не только осадок дневной плоскости, но и компонент 
перемещений твердой и жидкой фаз для системы фиксированных то-
чек двухфазного полупространства; одно из решений сопоставлено на 
начальном временном отрезке с известным решением по теории 
фильтрационной консолидации, а на заключительном временном от-
резке с известным решением по теории упругости; 
- результаты работы можно также применить: 
для исследования взаимовлияния двух и более сооружений при ста-
билизированном состоянии и в процессе консолидации; 
для моделирования воздействия тела автодороги на основание и вер-
тикального армирования основания автомобильной дороги. 
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Достоверность результатов обеспечивается использованием 
классических уравнений механики деформируемого твёрдого тела и 
сопоставлением новых теоретических и численных решений с извест-
ными решениями теории упругости и теории фильтрационной консо-
лидации. 
На защиту выносятся: 
-аналитические формулы для напряжений и перемещений, осно-
ванные на известных фундаментальных решениях, для каждой из фаз 
двухфазного тела при загружении типовыми нагрузками; 
-упрощения аналитических формул с оценкой их погрешности, 
приводящие к более наглядной зависимости напряжений и деформа-
ций от механических параметров двухфазной системы и к облегчению 
получения решения вязкоупругой задачи; 
-расчет вязкоупругой двухфазной полуплоскости и его сопостав-
ление на начальном временном отрезке с известным решением по 
теории фильтрационной консолидации и на заключительном времен-
ном отрезке с известным решением по теории упругости; 
-взаимовлияние фундаментов по деформациям и напряжениям в 
жидкой и твердой фазах в условиях городской застройки с учетом раз-
гружающего вклада поровой жидкости и связанный с ними механиче-
ский эффект, который заключается в том, что на глубине 4b, где b- 
ширина фундамента, напряжения в жидкой фазе составляют 70% от 
суммарных напряжений в двух фазах. 
Апробация работы. Основные положения диссертации доклады-
вались и обсуждались на следующих семинарах и конференциях: 
-научные семинары кафедры математики и информатики, фа-
культета математики и компьютерных наук ТюмГУ (2002-2004гг.), 
-Научно-практическая конференция, посвященная 30-летию 
ТюмГАСА «Актуальные проблемы строительства и экологии Западно-
Сибирского региона» (Тюмень, 2000 г.), 
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-III-я научная конференция молодых ученых аспирантов и соис-
кателей ТюмГАСА (Тюмень, 2002 г.), 
-Всероссийская конференция НГАСУ «Научно-технические про-
блемы в строительстве» (Новосибирск, 2003 г.) 
-научный семинар по механике Казанского государственного 
университета (Казань, 2004 г.) 
По результатам исследований опубликовано 12 работ. 
Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из введе-
ния, четырех глав, списка литературы. Объем диссертации 107 стра-
ниц, в том числе 47 рисунков. Список литературы состоит из 70 
наименований. 
ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении обоснована актуальность темы диссертационной 
работы. Сформулированы цели и задачи исследований, научная но-
визна и практическая значимость полученных результатов. 
В первой главе рассматриваются некоторые модели и теории 
расчета двухфазного полупространства и примеры натурных испыта-
ний и лабораторных исследований. 
Модель упругого изотропного полупространства относится к 
основным моделям для анализа напряженно-деформированного со-
стояния оснований сооружений и расчета конструкций на упругом ос-
новании. Авторами модели являются Ж. Буссинеск и Фламан. 
Возникновение и развитие теории фильтрационной консолида-
ции связано с работами К. Терцаги, В.А. Флорина, Н.М. Герсеванова, 
М. Био, Н.А. Цытовича, Ю.К. Зарецкого и других авторов. 
В. А. Флориным и позднее М. Био была предложена расчетная 
модель объемных сил при линейно-деформируемом скелете грунта. 
По этой модели процесс консолидации грунта сопровождается воз-
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никновением сил взаимодействия между двумя фазами грунта в виде 
объемных сил, обусловливаемых явлениями взвешивания скелета 
грунта за счет возникших давлений в поровой жидкости.  
По теориям З. Г. Тер-Мартиросяна и Ю. К. Зарецкого одномер-
ная задача уплотнения двухфазной среды решается с учетом линей-
ной наследственной ползучести и сжимаемости поровой жидкости. 
Прогнозирование осадок оснований сооружений согласно теории Ю. К. 
Зарецкого целесообразно для глинистых грунтов текучепластичной 
консистенции, суглинков и других грунтов, для которых характерна не-
линейная связь между напряжениями и деформациями, вытекающая 
из теории пластичности. 
В нелинейной модели фильтрационной консолидации в поста-
новке А. В. Костерина скелет описывается реологическим соотноше-
нием типа Кельвина – Фойгта и типа Максвелла. Вместо закона Дарси 
предлагается более общий закон фильтрации насыщающей жидкости. 
Анализ всех моделей показал, что по всем теориям фильтраци-
онной консолидации, основанным на системе параболических уравне-
ний, остаточные поровые давления обязательно обращаются в ноль и 
двухфазная система становится однофазной (кривая 1 - теория, кри-
вая 2 – эксперимент, рис.1). 
 
Рис. 1 Изменение во времени порового давления 
Другое научное направление, основанное на системе эллиптиче-
ских уравнений, наоборот, адекватно натурному эксперименту описы-
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вает остаточные поровые давления. В соответствии с экспериментом, 
начиная с глубины 2 м от дневной поверхности, характерный график σl 
во времени имеет вид кривой 2 на рисунке 1. 
Немонотонное изменение порового давления во времени отве-
чает процессу консолидации. Горизонтальная полка отвечает стаби-
лизированному состоянию системы. 
Натурные испытания водонасыщенных грунтов (А.К. Бугров, А.В. 
Голли, А.А. Каган и др.) показывают наличие порового давления в 
стабилизированном состоянии полупространства, тот же эффект 
остаточных поровых давлений получен в лабораторных эксперимен-
тах с крупногабаритными образцами (А. В. Набоков, В. А. Демин). В 
Санкт-Петербурге были проведены многолетние (десять лет) натур-
ные исследования напряженно деформированного состояния и консо-
лидации оснований сооружений комплекса защиты города от навод-
нений, расположенных на трассе, соединяющей северные и южные 
берега Финского залива Балтийского моря. 
Основание представляло собой мощный – до 28 м -слой слабых 
сильносжимаемых глинистых озерно-ледниковых отложений, подсти-
лаемых плотными моренными суглинками полутвердой и твердой кон-
ПЕСОК 
СТОЛБИК 
Образец №1 
Образец №2 
Рис. 2 Полигон для изучения процесса консолидации без дрен. 
оσ  
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систенции. Эксперименты проводились на опытных полигонах, кото-
рые статически загружались песчаной насыпью, без дрен и с различ-
ными схемами дренирования.  
На полигоне без дрен приложение нагрузки вызывало мгновен-
ное возрастание порового давления, рассеивание которого продолжа-
лось в течение 10 месяцев, глубина сжимаемой толщи оказалась рав-
ной 12 м. В последующие пять лет наблюдений фиксировались коле-
бания величины порового давления с выраженной тенденцией воз-
растания. На полигоне, где осуществлялось дренирование, в течение 
3,5 лет зафиксирован некоторый рост порового давления. Осадки не-
дренированного основания к концу пятого года наблюдений оказались 
почти на порядок меньше, чем осадки дренированного основания в 
сходных условиях. Экспериментаторы объяснили это наличием у гли-
нистых грунтов начального градиента напора. 
Для учета порового давления в стабилизированном состоянии в 
работе использована кинематическая модель Л. Е. Мальцева (1991). 
Согласно данной модели грунт представляет собой сплошную 
двухфазную среду. Модель является феноменологической, её пара-
метры находятся из экспериментов и механизм взаимодействия фаз, 
основанный на их молекулярной природе, не рассматривается. 
Кинематическая модель основана на двух предположениях: 
1. Относительная деформация жидкой фазы пропорциональна 
перепаду порового давления, приходящемуся на единицу длины 
dz
d
E
h l
l
l
σ
ε =  
и вызывается перепадом давления. Относительная деформация lε  
описывает локальное изменение объема пор. Adzdn l ⋅= ε , где А – 
площадь поперечного сечения образца. 
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2. Относительные деформации жидкой и твердой фаз пропорци-
ональны и противоположны по знаку. 
ls εε −ℵ= . 
Во второй главе проведен расчет упругой двухфазной полу-
плоскости в стабилизированном состоянии. 
Рассмотрим напряженное состояние двухфазного полупростран-
ства, нагруженного полосовой нагрузкой (задача типа Фламана). 
Постановка краевой задачи: 
0)()()( =−−−+
∂
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 - уравнения равновесия; 
( ) ( )srsssssrssr
EE
νεε
ν
σνεε
ν
σ θθθ +−
=+
−
= 22 1
,
1
,  
θ
θ ε
θ
σ
εσ ll
l
lr
llr
h
E
h
E
r
=
∂
∂
=
∂
∂ ,  - физические уравнения; 
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γ θ −∂
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+
∂
∂
=  - геометрические уравнения; 
lrsr εε −ℵ= ,  θθ εε ls −ℵ=  -кинематические уравнения, от ко-
торых произошло название модели. 
Граничные условия:
2
при
πθ ±=  0,0)( ==− θθθ τσσ rls , 
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00 =
=
=
Lr
sru θ ;     0==ρσ rlr . 
Известно решение Фламана для упругой однофазной полуплос-
кости: 
.0,0,cos2 ==−= θθ τσπ
θσ rr r
F
 
 
Это решение по кинематической модели разложено на решения 
для каждой фазы в отдельности Мальцевой Т.В. 
Система уравнений для одномерной задачи: 
lrsrr σσσ −= ,  
dz
d
E
h l
l
l
σ
ε = ,  s
s
s E
σνε
21−
= ,  
dz
dul
l =ε ,  dz
dus
s =ε ,  ls εε −ℵ=  
сводится к одному дифференциальному уравнению первого порядка в 
перемещениях твердой фазы. Его решение имеет вид: 
( ) ,1lncos12
2
2
2
2





 −
−⋅
−
= ∫− drr
e
ra
Re
E
Fu
ra
ra
s
sr π
θν
 
Автором определены тангенциальные перемещения 
( ) ( )( ) 











 −
−⋅+−++= ∫− drr
e
ra
Rera
E
Fu
ra
ra
s
s
1ln111sin2
2
2
2
2νννν
π
θ
θ  
На основе этого фундаментального решения автором получено ре-
шение ряда задач. Например, в задаче о равномерно распределенной 
нагрузке нормальные вертикальные напряжения: 
,1ln2
2
2
3
3
2 ηξ
ξρπ
σ
ρ
ξ
ddere
r
zaq
b
b
r a
ra
lz ∫ ∫
−
−





 −
+⋅⋅=  (1) 
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.)(,
,1ln2
22
3
3
2
4
3 22
zxrr
dder
r
eza
r
zq b
b
r ara
sz
+−=≤≤













 −
+⋅−⋅−= ∫ ∫
−
−
ηξρ
ηξ
ξρπ
σ
ρ
ξ
 
Полученные аналитические зависимости позволяют построить 
графики изменения напряжений и перемещений по глубине (вдоль оси 
OZ) и по горизонтали. Проведена замена интеграла с переменным 
верхним пределом с оценкой погрешности, что позволило ускорить 
вычислительный процесс, сохраняя допустимую точность 3 %. 
Приведем графики нормальных напряжений в разных сечениях 
(рис. 3): 
 
z=b/10 
 
z=b/2 
 
z=b 
Рис. 3 Изменение вертикальных напряжений в твердой szσ ,  
жидкой lzσ  фазах и суммарных zσ . 
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Решена задача о моделировании вертикального армирования 
основания автомобильной дороги, которая математически выглядит 
следующим образом: тело насыпи заменяется равномерно распреде-
ленной нагрузкой, приложенной в зоне контакта насыпи с дневной по-
верхностью водонасыщенного основания. На некотором расстоянии от 
насыпи искусственно вводится полосовая нагрузка, направленная 
вверх от дневной поверхности, которая обеспечивает равенство нулю 
перемещений поровой воды на вертикалях, совпадающих с верти-
кальным армированием. 
Горизонтальные перемещения поровой воды в полосе между 
вертикалями уменьшились, что привело к уменьшению осадок нижней 
границы насыпи на 20%. 
Решена задача о действии двух и более сооружений  
на двухфазное основание. Приведем, например, формулы для напря-
жений 
∫∫
+++
++
+
−−=
21
1
1
1 ),,(
2),,(2 121
bdbc
dbc
bc
c
sz dzxf
qdzxfq ξξ
π
ξξ
π
σ , 
∫∫
+++
++
+
+=
21
1
1
2 ),,(
2),,(2 221
bdbc
dbc
bc
c
lz dzxf
qdzxfq ξξ
π
ξξ
π
σ , 
а соответствующие графики изобразим на рис. 4, 5, 6. 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 4 Вертикальные перемещения точек в сечении z=0.5 м, 
ws wl – по кинематической модели, w – по решению Фламана. 
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Рис. 6 Горизонтальные перемещения точек в сечении z=0.5 м 
 
 
В третьей главе проведен расчет упругого двухфазного полу-
пространства в стабилизированном состоянии. 
Постановка краевой задачи: 
0
)()()(2
11
sin
1)(
=
+−−−−−
+
+
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
−∂
R
ctg
RRRR
RlslslRsR
RRlRsR
θτσσσσσσ
θ
τ
ϕ
τ
θ
σσ
θθθϕϕ
θϕ
 
 
X 
u 
us 
ul 
1,5 
12 
σz 
Рис. 5 Зависимость напряжений в сечении z=2м от 
расстояния между объектами d=2м, d=4м, d=6м 
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∂
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∂
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,0))()((2 =−+−+−∇ ϕϕθθ σσσσσσ lslslRsR  
.0,0),()( ==−−=− θθϕϕϕθθ ττσσσσ Rlsls  
Для задания краевых условий выделим две полусферы: S1 малого 
(ρ) и S2 большого (L) радиуса. Сосредоточенную силу F заменим экви-
валентной нагрузкой, распределенной по поверхности S1: 
01
σσ −=SsR , перемещения usR на поверхности сферы S2 принимают-
ся равными нулю: 02 =SsRu . На дневной поверхности напряжения 
в жидкой фазе равны нулю. 
Мальцевой Т.В. получено разложение известного решения Бус-
синеска на две фазы 
2
cos
2
3
R
F
lRsR
θ
π
σσ ⋅−=− . 
Дополнив это уравнение равновесия другими уравнениями кинемати-
ческой модели (как в случае разложения решения Фламана), сведем 
систему к дифференциальному уравнению первого порядка относи-
тельно перемещений твердой фазы, после интегрирования которого 
имеем, например: 








∫⋅−−∫⋅−⋅=
R
dR
R
RaeRae
L
dR
R
RaeLae
sE
F
usR
ρρπ
θ
2
2
2
2
2
2
2
cos3
. 
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На основании этого фундаментального решения решено не-
сколько задач: о действии на полупространство нагрузки, распреде-
ленной по прямоугольной и круглой площадкам, о действии нагрузки 
от двух объектов. На рис.7 приведены графики перемещений от дей-
ствия нагрузки, распределенной по прямоугольнику. 
 
 
 
Рис. 8 Распределение напряжений по глубине в точках под центром 
круга: суммарных - σ, в твердой σs и жидкой σl фазах. 
 
В четвертой главе решена задача в вязкоупругой постановке. 
Рис. 7  Графики а) вертикальных и б) горизонтальных 
перемещений вдоль оси Х  
а
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Рассмотрим, как изменяется на начальном этапе времени поро-
вое давление полуплоскости, загруженной равномерно распределен-
ной нагрузкой. 
В сечении bz 51=  зафиксируем точку координат ( bz 51= , 
x=0), для которой покажем изменение поровых напряжений во време-
ни. В упругом решении (1) для )0,51( 3 == xbzlzσ , в соответствии с 
принципом Вольтерры сделаем переобозначение *)]([ 22 paa → , полу-
чим решение вязкоупругой задачи в изображениях: 
( ) ( )22
*)(
)(
3
3
*2* 51,1ln51)(2
2
*2
brddere
r
baq
b
b
r a
ra
lz +=




 −
+⋅⋅⋅= ∫ ∫
−
− ηηξ
ξρπ
σ
ρ
ξ
. 
В соответствии с методом ломаных Мальцева Л. Е. (1989 г.) предста-
вим искомый оригинал )(tlzσ  в виде ломаной линии: 
,0,)())((1)0()( 060
5
0
1 ===


 −−−−⋅= ∑
=
+ TccTthTtcct
i
iiiilz σσ   
в котором параметры ic),0(σ -искомые, а Тi –заданы как для известного 
оригинала а2(t). 
Перепишем этот сплайн в изображениях 






−−⋅= ∑
=
−
+
5
0
1
* 1)(1)0()(
i
pT
iilz
ie
p
ccp σσ .   
Для определения неизвестных параметров составим СЛАУ, используя 
условия совпадения 
)()( ** jlzjlz PpPp === σσ ,    j = 1,…,k 
ломаной в изображениях с известной правой частью на системе точек 
Рj, которые нужно выбрать специальным образом. 
Аналогичные рассуждения повторим для других точек полупро-
странства. На рис.9 изображены графики поровых давлений, изменя-
ющихся во времени. 
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Проведено сопоставление с известными результатами по теории 
фильтрационной консолидации (до 300 суток) и теории упругости (по-
сле 10000 суток). 
0 200 400 600 800 1000
0
0.5
1
1.5
σ1 t( )
σ2 t( )
σ3 t( )
t  
Рис.9 Изменение во времени порового давления в точках:  
а) x=0, bz 511 =  (), bz =2  (⋅⋅⋅), bz 53 =  (- - -) 
 
ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 
— На основе известных фундаментальных решений получены новые 
аналитические формулы для напряжений и перемещений в каждой из 
фаз при загружении типовыми нагрузками: 
а) для пространственной задачи - по прямоугольной и круговой пло-
щадкам; 
б) для плоской задачи - равномерно распределенной по прямоуголь-
нику, трапеции и двум прямоугольникам, моделирующим близко рас-
положенные сооружения. Все решения приводятся в виде графиков. 
— Проанализировано взаимное влияние двух близкорасположенных 
объектов по перемещениям и напряжениям в каждой из фаз. 
Анализ зависимости напряжений в твердой и жидкой фазах от 
расстояния между объектами показал, что с удалением объектов друг 
от друга нормальные напряжения в твердой фазе, найденные по ки-
нематической модели, затухают на 40 % быстрее, за счет разгружаю-
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щего влияния жидкой фазы, чем аналогичные напряжения, найденные 
по решению Фламана. 
Из графиков вертикальных перемещений sw  и lw  следует, что 
противодвижение жидкой фазы уменьшило вертикальные осадки ске-
лета по сравнению с решением Фламана на 26%. 
— Часть перечисленных выше задач решена в вязкоупругой постановке 
по методу ломаных. Это позволило описать процесс консолидации во 
времени и сравнить результат с известным решением, полученным по 
фильтрационной теории консолидации. 
Для всех фиксированных пространственных точек поровое дав-
ление немонотонно изменяется во времени, причем начальное значе-
ние меньше конечного, соответствующего стабилизированному состо-
янию. Немонотонность изменения порового давления при постоянной 
во времени нагрузке отражает особенность двухфазной системы, 
установленную экспериментально. Как следствие, процесс перерас-
пределения давления между фазами является немонотонным. 
— Предложены новые приближенные формулы для интегралов с пере-
менным верхним пределом, участвующих в решениях плоской и про-
странственной задач. Показаны упрощения, полученные на основе 
этих формул, при решении задач и проанализирована практическая 
погрешность. 
— Во всех решениях численно проанализировано и графически пред-
ставлено уменьшение напряжений и перемещений в скелете за счет 
разгружающего влияния поровой воды. Поровые давления могут до-
стигать 70% от суммарных напряжений. 
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